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述語論理の自然な導入
市川工業高等学校　氏家 悟

1 はじめに
2018年，磯辺高校の数学 IIIの授業で述語論理を扱い，それを翌年の関東甲信静数学教育研
究千葉大会で発表した。そこで使用した要旨は本誌に掲載されたが，「1ページ」という制約の
ため，教材や詳しい内容まで掲載できなかった [1]。本稿では教材の一部や，発表内容，さら
に当時，触れられなかったことを加筆した。
論理は数学 I の単元だけではなく，あらゆる場面で指導する機会があると考えている。その
ため様々な場面で，必要条件，十分条件，対偶，反例などの語を用いて，当時のセンター試験
対策を行っていた。1)
数学 III は，場面によっては述語論理の「すべて，ある」を用いたいときもあるため，その
準備に命題論理（数学 I）の復習をして，述語論理にも触れさせてみた。

2 命題論理
まず，数学 Iの復習としてプリントの 1～3番で，命題論理の用語「かつ」「または」「否定」
の説明と，それらと集合との関係，および Venn図を用いた確認をし復習をした。

問題 4で実際に「かつ」「または」「否定」のすべてを組み合わせた集合を作らせた。そして，
ド・モルガンの法則の確認や，それら部分集合の包含関係から「ならば」の形の命題を作る練

1) 共通テスト受験を想定しない生徒ならば，論理の流れを意識してもらうために，用語にこだわらないようには
している。
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習である。

プリントでは，かつ ∧，または ∨ は論理記号を用いたが，否定を ¬p，p の 2種類を使ってし
まった。2)
続いて，5番では実数の部分集合の包含関係から，対偶や，必要条件，十分条件についての
練習をさせた。(1) はすべての組み合わせで 24個あり，真の命題は 6個あった。

そして，命題論理のプリントの最後に整数問題の例題で，必要十分条件や同値の復習をした。

この辺の話題は，以前，本誌に投稿した [2]。

3 真理値表
次のプリントでは，真理値表を扱った。1番は「かつ」「または」「否定」を，ほぼすべてを
組み合わせた命題の真理値表である。生徒は 2 年時の教科「情報」で，論理回路について学
び，1ビットの加算回路などを扱ったので，それの復習でもある。漢字は大変なので，真 true

を「T」，偽 falseを「F」と記号化した3)。

2) あとで気づいたが，まぁ，理系選択の生徒が対象だから大丈夫だろうと。
3) 「情報」では真を 1，偽を 0 と記号化していたが。

2



14 (2024-10-21 21:38)

そして，(10)で同値や (11)で否定になっている命題を調べさせた。(10)はド・モルガンの法
則でもある。

そして，2番は「ならば」についての確認。

高校の数学では「包含関係」で十分であるが，真理値表と述語論理の準備のために確認させた。
このとき，プリントの 2(2) で「p ⇒ q」の条件 q に，真の命題「x > 3 ⇒ x > 0 」を代入し
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ているが，条件のところに命題を代入することについて，2019年 8月の数学セミナーの「２
つの “ならば”」という記事で，次のようにその混乱に触れていた [3]。

“ならば”(含意)という言葉は，本来，法則や推論を表す言葉ですが，数理論理学の中
で意味の異なる新しい “ならば” が生まれました。

つまり数理論理学では，いくつかのトートロジーを命題論理の公理として採用していて，例え
ば，ヒルベルト&アッケルマンの公理系のひとつの公理 p ⇒ p ∨ q の変項4)p, q は「任意の論
理式」のため，条件でも命題でもよいことになっている。そのことが，混乱の具体例であると
の指摘である。もちろん，形式化することによって証明が機械的になり，LISP5) による不完
全性定理の証明 [4]，といったことができるようになったりしたわけであるが。
プリント (7) の試験問題のアナロジーは好きである。これは 30年以上前に同僚から教えて
もらったもので，「正しい問題」に対して正答で得点，誤答で 0点は当然として，問題が誤っ
ていた（偽）場合は解答に無関係に得点を与える（真）のがふつうである。これが「ならば」
の真偽のアナロジーにになっている。
つづいて，「ならば」の否定について。

確認させたのは，
・(2) 「pならば q」 が真のとき包含関係 P ⊂ Q となる。
・(3)「pならば q」と「pまたは q」は同値。P ⊂ Q のとき，集合 P ∪Q は全体集合。
・(4) 「pならば q」 の否定と 「pかつq」 は同値。そのとき， 集合 P ∩Q は空集合。
・真の命題の集合は全体集合，偽は空集合

このことから，「反例」や「背理法の仮定」が「pかつq」であるといえる。
「pならば q」 の否定「pならば q」を言葉で発した「pならば q でない」は部分否定「pな

4) 「変数」と言わず「変項」というのは数理論理学では対象が「数」に限らないからである。
5) 関数型プログラミング言語の１つ。
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らばq」と区別がつかないので注意がいる。「ならば」の否定「pならば q」と同値な命題は，反
例や背理法の仮定に用いる「pかつq」であるが，部分否定「pならばq」と同値な「pまたはq」
を否定すると，「pかつ q」となり，反例や背理法の仮定と異なる。
この後，逆，裏，対偶の真理値表を作り対偶の真偽が一致すること，そして，∅ ⊂ P から

「仮定が偽の命題はつねに真」となり，P ⊂ U（全体集合）から「結論が真の命題はつねに真」
となることに整合することを確認させた。

4 身近な述語論理
述語論理は，意識せずともいろいろな場面に登場する。すぐに思いつくのは，恒等式（すべ
て），方程式（存在）だろう。
x2 + y2 = (x + y)2 − 2xy は恒等式で，「任意」の x, y についても成り立つ。対して，

x2 + y2 = 1 は単位円である。つまり，恒等式 x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy を満たす x, y は全
体集合（座標平面）であり，x2 + y2 = 1 を満たす x, y は「すべて」ではなく，単位円上に
「存在」する。
証明は「すべて」，反例は「存在」である。恒等式の単元での証明6)は，意識せずとも「すべ
て」について証明している。それに対し，「反例」の練習では，具体例を 1つ上げるだけでよ
いといえる。
背理法の証明では，なにか，こねくりまわして，矛盾を導くことに違和感を感じることがあ
るようだ。というのも，数学の証明は普通「いつでも成り立つ」（つまり ∀x）ことを示してい
るのに対して，背理法の矛盾の指摘は極めて特殊なことをこじつけているように感じることだ
ろう。これも，「反例は 1つで示したことになる」のと同様，具体的な特殊な矛盾が 1 つでも
あれば（∃x），示したことになるのが背理法といえる。

5 述語論理の素朴な導入
以上の準備のもと，3枚目のプリントでは，まず包含関係で真となる不等式，偽となる不等
式から述語論理の導入をした。最初に実施したのは，1996年度の東葛飾高校での授業である。

1番「x > 3 ⇒ x > 0」は真の不等式で，真理集合は全体集合，否定命題は空集合となるこ

6) これの区別がつかないと，恒等式の証明を方程式のように移項を行い 0 = 0 にしてしまう。
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とが確かめられる。
2番は 1番の逆で「x > 0 ⇒ x > 3」は偽の不等式である。しかし，それと同値の「x ≤ 0ま
たは x > 3」は偽であるのに空集合でない。偽の否定「x > 0かつ x ≤ 3」 は真なので，全体
集合となるはずが，ならない。
ここで，「すべて」「ある」といった量化子が必要となるのである7)。

3番「すべて」を追加する全称導入（普遍汎化）で，偽の命題の否定を真にすることができ，4

番「ある」を追加する存在導入（存在汎化）で，真の命題の否定を偽にすることができた。
論理を学ぶと，どうしても天下りに用語が導入されて，難しさを感じるわけであるが，本来，
人の言語から自然に使われるようになったのである。
論理に限らず，数学を学ぶときは「完成されたもの」を学ぶため，天下りに教え，覚えさせ
るのが効率的である。しかし自分は，「そこに至った当時の人の自然な思考」を生徒にも体験
させたいと，日ごろから思っている [5]。
多項式の展開公式のように，「すべての」はふつうは記述しない。「すべて」について成り
立つものはそれを省略でき，それを全称除去（普遍例化）という。これは論理の公理8)の 1つ
∀xP (x) ⇒ P (a)であり，∀ で量化された束縛変項 xは，自由変項 aにできる。
存在導入（存在汎化）P (a) ⇒ ∃xP (x) も公理に採用されている。

6番の「x > 3 ⇒ x > 0」では，x = −7を想定することはないが，x = −7でも真となり，実
数全体で真となる命題である。6番の逆の 7番は特定の x = 2 が反例で成り立たないので，偽
なのである。その偽の命題の否定は真であるが，9 番で 7 番の否定命題「x > 0 かつ x ≦ 3」
を真にする「ある」は省略できない。

このように存在除去（存在例化）は真偽が変わるため，ふつうはできず，具体的な数値 x = 2

7) 変項を「すべて」「ある」で束縛することを量化という。
8) ヒルベルト&アッケルマンの公理系
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にすることで，「2 > 0かつ 2 ≤ 3」が真で，存在除去となる。
量化子の導入の例。10番は，不等式 x > 0は条件だが，量化子「すべて」「ある」を導入す
ることで命題となる。11, 12番が恒等式，方程式の例，13番が全称除去の例。

ド・モルガンの法則や記号は紹介にとどめ，その練習などはしなかった。

最後にいろいろ触れておいた。

そもそも，1996年に授業で扱ったのは，問題集に次の ∀x∃y と ∃y∀x の違いと，否定命題
（ド・モルガン）を答えさせる問題があったからである。� �
条件 A を「y > −x2 かつ y < x2 + 4x+ a」とするとき，次のような定数 a の範囲を求めよ。
(1) どんな実数 x に対しても，それぞれ適当な実数 y をとれば A が成り立つ。
(2) 適当な実数 y をとれば，どんな実数 x をとっても， A が成り立つ。
(3) (1)，(2) の否定命題を作り，それぞれの a の範囲を求めよ� �

7



14 (2024-10-21 21:38)

6 本質に気づく生徒
1985年流山高校の授業の雑談で，園芸科の新海くんと「数学の正しさについて」話題になっ
た。そこで現代数学の立場，公理主義，形式主義に触れた。
「数学はいつも正しいのか」
「数学は，矛盾のないいくつかの基本性質を「公理」という仮説として，そこから論理に
よって，構成したものは正しいものと受け入れている。」
「論理が正しい保証はあるのか」
「実は論理にも公理があって，推論にも型があり，それに従った論証は正しいものとしよう
と，現代の数学はできあがっている。その中で，論理が正しいことは証明されている。9)」
生徒が数理論理学（形式主義）の必要性に気づいた瞬間である。この問いに応えるために，ヒ
ルベルト・プログラムが提唱された。公理主義に気づく生徒はときどきいるが，形式主義にま
で踏み込んだのは彼だけであった。
本質的な問いに対して，「テストで点を取るには関係ない」と突っぱねるのは簡単である。
とくに「数学は正しいのか」などという問いは，生意気なだけと捉えられかねない。しかしこ
のときに，生徒の素朴で本質を突く質問に真摯に応えるためには，数学を広く深く知らねばな
らないと思うようになったのである。10)
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